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EQUACIONS DIFERENCIALS AMB RETARD
C . Perell6
L'evolució de les equacions diferencials funcionals és un
exemple de com, encara avui, es fa matemática "pura" a partir
de necessitats práctiques En aquest cas, ha sigut 1'entendre
i poder controlar processos dinámics on apareix un retras en
el temps, el que ha donat origen i ha fet creixer aquesta bran
ca de les matemátiques .
Aquestes equacions van ser tractades, en un comengament,
cada una com un cas particular (per exemple per Vito Volterra,
a principis de segle) i no és sinó a partir de Krasovskii, en
el seu estudi de la estabilitat del moviment fet després de la
segona guerra, que adquireix una estructura matemática más co-
herent i formal . És en els anys cinquantes i seixantes que s'es
tructura tota una teoria i són Shimanov, Elsgolts, Halanay i
Hale, entre d'altres, els que s'encarreguen de fer-ho . A partir
d'aquells moments, la teoria s'utilitza per 1'estudi de siste
mes amb "membria" (és a dir, en que el comportament depén de
la seva "histbria") . Avui hi « ha molta gent treballant en aques
tes qüestions ja molt deslligats de les motivacions originals,
per estructurar dins de la matemática aquests nous estudis o
be només perqué és un camp en el que encara es poden escriure
articles sense massa dificultats, i aconseguir d'aquesta mane-
ra prestigi i feina .
Les publicacions sobre el tema s6n forga abundants com es
despren de veure la secci6 corresponent al "Mathematical re -
views" o al "Zentralblatt" .
Passarem a exposar diferents aspectes de la teoria de les
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equacions diferencials amb retard al temps .
Una equaci6 diferencial ordinária relaciona els valors de
les derivades d'una funci6 per cada valor de la variable inde-
pendent (temps), el mateix per la funci6 i les seves derivades .
Per exemple
F(t, x(t), x'(t), . . . . x (n) (t)) = 0 .
El -resoldre 1'equaci6 és trobar x que la satisfagui .
En els sistemes dinámics reals, pera, ens trobem algunes
vegades en que hi ha retards temporals . Per exemple en el
control de la velocitat de rotaci6 d'una turbina de vapor o
del flux de neutrons d'un reactor nuclear, hi ha temps finits
de transmis!Eió de senyals .
Les equacions que descriuen aquests sistemes relacionen les
derivades (la taxa temporal de la variaci6 de 1'estat) amb els
valors de la funci6 (estat) en temps anteriors .
L'equaci6 més senzilla que se m'acut que encara tingui al-
gún interés il .lustratiu és
x' (t)= x(t-1)
El problema de trobar solucions d'aquesta equaci6 és ben
diferent de trobar solucions per
Si per soluci6 de la primera equaci6 entenem tota funci6
definida en un cert interval, que sigui continua, tingui deri
vada per la dreta i satisfagui 1'equaci6, tenim que n'hi ha
moltes de solucions x definides a[0
.
, w) tals que x(0)
x'(t) = x(t),
que té per única soluci6 amb valor
	
% per t = 0 la funci6
x (t) _ et .
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Una d'elles s'obté prenent x(t) = ~ e xt amb
	
x = e- X .
Una altra és la que val g a 1'interval [-1, 0], i que
per tota t a I'0,w) va'_
t
X([t]) +f [ti x( T -l)dT ,
amb [t] := part entera de t .
La mateixa fórmula d6na una soluci6 de la equaci6 a 7R+
si es defineix x (t) = cp (t) per t e [ -1, 0] , sent 9 qualsevol
funci6 continua a E-1,0] .
Notem que en general no existeixen soluciona que siguin
extensions d'aquestes : que estiguin definides per valors de
t menors que -1 .
Resulta d'aquest exemple que, al volem un problema "ben
plantejat" , hem de considerar els estats no com a punta, és
a dir, els valors de x(t), sin6 com a funciona definides en un
interval, que en el nostre cas és de longitud 1 .
Prenent com el nostre espai d'estats 1'espai
C([ .-l,0], IR) (abreu . C) , de les funciona reals continues
a 1'interval ~-1,0], amb la métrica .
d(cp,Y) =sup {1 cp(T)-Y`(t) 1 : T (-1,0]},
tenim que per cada cp e C existeíx una única soluci6 x tal que
x (T) =CP(T) per T e [-1,0] . si ara denotem per xt l'element de
C definit per xt(T) = x(t+T) per T e(-1,01, i amb xt (cp) fem
notar la dependéncia en el valor inicial ep, resulta que xt (cp)
representa una trajectoria a C, és a dir, una aplicaci6 con-
tinua de [0,-) a C .
Notem que és válida la propietat xst.t (cp) = Xs (xt (cp) ) , el
que ens diu que definit T (t) cp = xt (cp) , T (t) : C -+ C per t > 0
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és un semigrup de transformacions de C amb T(0) = I, la ¡den
titat .
Resulta que T(t) ep és continua en cp i encara iLiés, que si
definim 1'aplicacib
T
	
: C x IR -4' - . C
(cP " t) -~ xt (cp) = T(t)cp,
aqúesta és continua i compleix
T (t) (T (s)cp) = T(t+s)cp
T(0) = I .
Tota aplicaci6 T amb aquestes propietats és coneguda com
a "semisistema dinámic" . A diferéncia del cas dels sistemes di
námics (definits per equacions diferencials ordinaries, per
exemple), en que I2 + és sustituit per IR , ara no és T (t, " ) ne-
cesshriament un homeomorfisme i (T(t)) -1 pot no existir . De
fet, resulta-del teorema de Arzelá que T(t) és compacte per
t >_ 1, el que vol dir que envia la bola unitaria de C (que no
és compacta), en un conjunt compacte .
Tot aquest comportament es generalitza a d'altres equacions .
Considerem les successives generalitzacions :
0) z' (t) = x (t-1)
1) x' (t)= F(xt ),
en que F : C ([-r, 0], IR) -> IR és lineal i continua
i r és un real positiu (per comptes de
1 que hem fet servir abans~
2) x' (t) = F (xt ) ,
on x pren valors a IRn i
F : C(E-r,01,IRn ) ' 7Rn és lineal i continua
3 ) x' (t) = F(xt)
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en que F no és necessáriament lineal i és localment
lipschitziana .
En aquest cas podría no existir la soluci6 xt (cp) per to-
ta t e IR +,
	
pero si F(cp) és O(cD), si que existeix i queda de
finit igualment un semisistema dinémic a C := C(I-r,03, IRn ) .
4) x'(t) = F(t,xt ) ,
en que F és continua i localment lipschitziana respecte a la
segona variable .
En aquest cas no es té definit un semisistema dinámica C,
sino a C x IR prenent t' = 1 .
Podría ser que es definís un semisistema dinémic amb altres
tipus d'equacions, per exemple x'(t) = F(x(t-1),x'(t-1)),
on a F hi entren també les derivades de x . Aquesta darrera
equaci6 és del tipus "neutre" i les que hem esmentat
del tipus "retardat" .
De moment només parlarem del comportament de les més
zilles, les del tipus 2) diguem :
x'(t) = F(xt)
amb F lineal i continua .
En el cas análóg d'equacions
x' (t) = F(x(t)) = AX(t),
de manera que A quedi en
cada bloc de Jordan d6na
suma directa d'aquests .
A cada un d'aquests subespais el comportament és ben
negut :
x (t) = g eAt on, al ser
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abans s6n
sen-
diferencials ordinaries
el que es fa és canviar coordenades
forma canónica de Jordan . Resulta que
un subespai invariant i que IR n és
co-
es té
A
eAt= ext
En el nostre cas ens agradaria poguer fer quelcom de
semblant, i el que es pot fer és descomposar C en suma direc
ta d'un subespai invariant de dimensi6 finita, on el compor=
tament de les solucions éscom el de les de x' = Ax (amb A en for
ma cananica), i un subespai de dimensi6 infinita en que les
solucions tendeixen a 0, tant más répidament com més gran
prenem la dimensi6 d'A .
De fet podem expressar les solucions com. a combinaci6
(infinita) de solucions a subsespais del tipus esmentat, madul
funcions que tendeixen a zero más depressa que qualsevol expo
nencial .
Per fer-ho s'ha de repetir el que es fa en
	
equacions
diferencials ordinaries en una bona dirécci6 .
Hem de partir, a l'equaci6 x' = Ax, no de A sina de les
solucions x(t,g) = g eAt = : T(t) g . .
Aixó és un grup uniparamétric de transformacions de 1Rn en
IRn . És fortament continu a ]R, T(t) és continu per cada t,
lim jT(t) g - T(T)g I = 0 per tota t i el seu generador in
T-+ t
finitessimal, que per cada x és
lim 1 (T (t) x - x), és precisament A .
t-* 0 t
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A les equacions com a 2) fem el mateix . Tenim el mateix
semigrup T(t) definit com al principi per les soluciona, i
el seu generador infinitessimal A donat per
AT =
	
1im t (T (t) cp - :,p) .
t 1
Aquest operador és tancat i té per domini, no tot C, sina
un subespai dens donat per les funcions en que CD (0) =.F(cp) .
En aquest subespai es té
Acp(T) =cp' (t), T e [-r,0] .
(Per les propietats dels semigrups de transformacions re-
cománem el llibre de Hille i Phillips .)
El funcional F admet, d'acord amb la representaci6 de
Riesz, la forma
0
F (cp) _ [d7l (T) ]cp(t) , en que TI és una funci6-r
(matricial de n x n) de variaci6 acotada .
Resulta que A té un espectre purament puntual que ve donat
per les arrels de
0
" = det (x I - ,~ -r e T dT1 (T)) = 0 .
Si s'estudien aquestes arrels (complexes), es veu que
totes tenen part real más petita que cert valor i que, entre
dos valors qualsevols, no n'hi ha més que un nombre finit
que hi tinguin la part real compresa .
Si X esté a 1'espectre a (A) de A i prenem U N( (A-X I)k)~- : Mx
k
resulta que M1, esté contingut al domini de A, és invariant
sota A i també sota T(t) : T(t)A =AT(t) a D(A) . I no tan sols
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aixb, sinó que cada 141 és de dimensi6 finita d, .
Si prenen un conjunt finit de valors propis
A ={k,* . . . ,a P } Q1 e a (A)) , resulta que
c = MX,, ® . . . ®MXp ® Q .
IT(T)cpl _<x eyt ICP1
x"' (t)
	
+ ax" (t) + bx' (t) + kx (t-r) = 0
té per espectre d'A les arrels de
a 3 + aa 2 + bX + ke-r~ = 0 .
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A cada MI	=: M podem escollir una base ~ = (cp1 , . . . . CPd) 'Pre-
sa coja a matriu n x d . Si B és la matriu d x d definida per
A~- =IB es té que 1'únic valor cajacteiístic de B és a, i es
pot fer, escollint bé B, que tingui forma canónica de Jordan .
Resulta llavors, que si cp= - la e M, T (t) cp = eBta, ,	_
te: o . 4(T) = (0)eBT) .
Aquesta expressi6 també té sentit i satisfá 1'equaci6 per
t<0 . Per tant a les ^ les soluciona s6n definides per tota
te]R, i són com les de 1'equaci6 x' = Bx.
Ara bé, Q també és invariant sota T(t) i, el que resulta
más interessant és que, si sup Re{a(A)\ A } < y, llavors
per a Q,
i si y és prou petit aixa tendeix a zero molt depressa .
Amb aixa tenim doncs ja una bona imatge i, en particular
permet esbrinar l'estabilitat de la soluci6 nula. Si Re a(A)< 0
es té que és asimptóticament estable i si és :50, será esta-
ble si els blocs de Jordan dels valors propis amó part real
nula són diagonals .
El trobar ~ no és fácil, en general . Veiem-ne un exemple .
L'equaci6
El calcul .d'aquestes arrels diu que tindrem dues arrels
simples imagináries i les demés amb part real negativa per
certs valors dels parámetres a,b i k .
L'equaci6 com a sistema queda
amb
0 w
-w 0
~ku (T+r)
	
-bu(T) 1 -au(T) .
on u(t) és zero per t negativa i un per t positiva .
Si ±iw s6n les arrels imagin`aries, tenim
I elWT e-iwT
iwT -iwT'iwe -iwe
-w2éiwT -w2e-1WT
o bé, considerant tan. sols la part real
/ COS wT sin wT
I
-w Sin-wT w cos wT
1-w2COS wT -w2Sin WT
Tenim doncs que a C hi ha un subespai invariant de dimen-
x' (t) = Ax(t)
0 1
+
0
Bx(t-r) ,
0 0 01
A = 0 0 1 B =
(-k
0 0 0
0 -b a 0 0 J
l0 u(T) 0
TI (T) 0 0 u ( T )
sió dos, en que les soluciona són com les d'un oscil .lador
harmanic (periadiques totes del mateix periode 2
w
n
tes les demés soluciona tendeixen exponencialment a
ñavent vist dones el
podem preguntar-nos ara qué passa si s'hi
me depenent de t :
la
on
	
T(t) Xo és la soluci6 de 1
ció inicial la matriu que val 0
Utilitzant aquesta fórmula
equació no lineal
IT(t)cp1 5 Ke yt Ipl a
M, per t 5 0 .
Utilitzant la fórmula de
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comportament
x' (t) = F (xt ) + f (t) .
x' (t) = F (xt ) = L (xt) + N (Xt),
en que suposem F(0) = 0 í L
no hi ha valors imaginaris
tessimal corresponent a la
torn de 0, hi ha varietats
es comporten com en el cas
sobre M i Q s6n homeomorfismes i
gueixen valent :
IT(t)epl5 Keyt Ipl a la
Q, per t k 0 i
), i to-
aquestes .
de les soluciona de 2),
introdueix un ter-
ds,
La fórmula de variació de parámetres del Halanay
soluci6 sota la forma
t
x}	=T(t)cp +J , o T (t-s) Xp f (s)
en dóna
equaciÓ 2) que té per condi-
a F-r,0) i 1 a 0 .
és fácil provar que per una
la derivada de Fréchet de F . Si
a 1'espectre del generador infini
part lineal, resulta que, en un en
invariants en que les trajectaries
lineal . De fet, les projeccions
les cotes exponencials se-
varietat que es projecta a
la varietat que es projecta
variació de parámetres es pot
f. lIJ a : iil,: . .,liA . . ~ ;'!N* . .i1i0 .- ;tilw'i
neralitzar també el métode de bifurcaci6, per esbrinar 1'exis
téncia de solucions periadiques-amb equacions quasi lineals
(amb no linealitat afectada d'un parémetre petit) .
Per una altra banda, les equacions del tipus "neutre" tam
bé poden definir semisistemes dinámics . En particular les de
la forma
	
d
dt g(xt) = f (xt ) .
Per exemple
d (x(t)-x(t-1)) = 0 n'és un cas .
Notem que pot molt bé ser que una soluci6 d'aquesta equa-
ci6-no sigui derivable . El que si que ho és és x(t)-x(t-1) .
De vegades aquesta equaci6 s'escriu x'(t) = x'(t-1), encara
que pot no tenir sentit en certs punts .
Perqué quedi definit un semisistema dinámic s'han de res
tringir f i g convenientment De fet, en el cas lineal, es
pot demanar que g(xt ) = x(t)-M(xt) amb la funci6 de variaci6
acotada p que representa al funcional lineal M, que sigui
continua a O .
Per poguer tenir una descomposici6 en subespais invariants
demanem també que W no tingui part singular, és a dir ., que
0 co 0
M (4P) =-J -i .( ) cp = ak cP (-rk ) + -r a c '
00
on a, ak	s6nmatrius, 0 < rk 5 r, a e L1 [-r, 0] i z k (as
k=1
absolutament convergent .
La teoria per aquestes equacions és análoga a la que hem
fet per 2), excepte que hi ha complicacions amb c(A) perqué
T(t) no té perqué ser compacte per cap valor de t .
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Els interessats poden, per obtenir més informaci6 i bi-
bliografia, consultar el llib . - de J . Hale : "Functional Diffe
rential Equations", publicat per Springer-Verlag,,i pel cas
neutre la tesi de fautor a la Universitat Autónoma de Barce
lona .
